Решение дробно-рациональных уравнений

Пособие для учащихся
Рациональное уравнение, в котором левая или правая части являются дробными выражениями, называются дробно-рациональными уравнениями. Дробно-рациональные уравнения, как правило, приводятся к виду:

[image: image91.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

¹

¹

×

+

=

+

2

0

5

4

2

3

a

x

a

x

ax

, где P(x) и Q(x) – многочлены.

Для решения подобных уравнений умножить обе части уравнения на Q(x), что может привести к появлению посторонних корней. Поэтому, при решении дробно-рациональных уравнений необходима проверка найденных корней.
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Пример 1.
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      x1 =6, x2= - 2,2.

Ответ:-2,2;6.

Пример 2.
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Ответ: нет решений.

Пример 3.
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Ответ: -8.

Дробно-рациональные уравнения c  модулем

При решении уравнений, содержащих переменную под знаком модуля, чаще всего применяются следующие методы:
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раскрытие модуля по определению:

[image: image21.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

),

(

,

0

),

(

)

(

x

f

x

f

x

f


2) метод разбиения на промежутки;
3) возведение обеих частей уравнения в квадрат.

Пример 4.
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             ОДЗ: х ≠ -1[image: image23.wmf]
Раскроем модуль по определению.
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Ответ: -5:3.

Пример 5.
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      ОДЗ: х ≠ 0

Для решения этого уравнения воспользуемся методом разбиения на промежутки. Нанесем на числовую прямую значения х, при которых ‌‌‌‌‌

|х| =0 и |х+1| =0.


Числовая прямая при этом разобьется на промежутки:

(-∞; -1], (-1; 0) (0;+ ∞).

Решим заданное уравнение на каждом из этих промежутков.
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Ответ: [image: image34.wmf].
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Пример 6.
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Ответ: +3.

Пример 7.
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Пользуясь определением раскроем сначала «внутренний» модуль, а затем решим совокупность двух полученных систем.
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х – любое число из [0;3)

2) x >3
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х – любое число из (3; +∞)

	1) x<-3
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x=0    0((-∞; -3)

2) -3<x<0
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Ответ: [0;3) ( (3;+ ∞).

Решение дробно-рациональных уравнений с параметром

Пример 1
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( если а ≠ -3, а ≠ -2, то [image: image64.wmf]3
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выясним, при каких значениях а  х=0
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( если а = -3, то нет решения.

Ответ: при а ≠ -3, а ≠ -2, [image: image67.wmf]2
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при а = -3, а = -2, [image: image69.wmf]2
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 нет решений.

Пример 2
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(если [image: image74.wmf]0
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выясним при каких  m  x=1
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(если m = 1, то х - любое число, х ≠ 1

( если m = -1, m=0, то нет решений.

Ответ: при [image: image78.wmf]0
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при m = 1, то х - любое число кроме 1,

при m = -1, m=0 нет решений.

Пример 3
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x² -2x(a+1)+(a2+2a-3)=0

D1=(a+1)2-(a2+2a-3)

D1= a2 +2a+1-a2-2a+3=4

x 1= a+3    x 2= a-1

выясним, при каких а   каждый из корней принимает значение 2

x 1= a+3=2             x 2= a-1=2

а= -1                              а=3

х =6

Ответ: при а= -1 нет решений,

при а≠-1, a≠3 – два решения: x 1= a+3    x 2= a-1,

при a = 3 – одно решение: х =6.

Пример 4

Сколько корней имеет уравнение  [image: image84.wmf]a
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 при различных значениях параметра а.
Для решения этой задачи целесообразно использовать графический метод.
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      D(y): x ≠ 1
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При     a ( -1      нет решений

При   -1<a ( 1    один корень. При      a > 1        два корня

Пример 5

Сколько корней имеет уравнение   [image: image88.wmf]a

x

x

x

+

=

-

+

2

1

1

.

[image: image89.wmf]1

1

-

+

=

x

x

y

;   y=x2+a
[image: image90.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

-

+

£

<

-

-

-

£

=

0

,

1

2

1

0

1

,

1

1

,

1

x

x

x

x

y

       D(y): x ≠ ( 1


При      a ≥ 0     -      один корень.   При    -1<a < 0    -    два корня

При      a = -1 и a ( -2   -  три корня.   При   -2 <a < -1  –    четыре корня

если f (x) >0
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